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Рассмотрен корректный переход от условных характеристик деформирования и разрушения образцов

из титанового сплава ВТ6 к истинным с учетом статистического рассеяния механических свойств

материала. Описан метод численно-аналитического определения статистических характеристик

истинных параметров ef и sf как функций случайной величины относительного сужения y, в том числе

при ограниченных выборках. Достоверность метода подтверждена путем сопоставления рассчитанных

характеристик с результатами испытаний в ЦИАМе двух групп образцов с несколько различающейся

технологией изготовления и известными результатами испытаний партии из 210 образцов. Показана

эффективность использования статистически минимальных значений относительного сужения y и

истинной деформации разрушения ef материала для контроля стабильности производства.
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Using titanium allow VT6 as an example, the issues of obtaining practically important information from

conditional and «true» tensile diagrams are discussed and ways to increase their reliability by taking into account

the statistical variation of characteristics are proposed. The numerical-analytical method for determination 

of the probability characteristics of these parameters as functions of a random variable y and estimating of

the minimum values ymin and ef min from the results of sampling tests are described. Comparing the results

of testing two groups of samples with a slightly different manufacturing technology, it is shown that 

this difference most clearly affects the magnitude of the sample relative narrowing y and the true parameters of

fracture sf and deformation ef.
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Введение

Основным источником сведений о механических

свойствах широко распространенных в авиадвигателе -

строении титановых сплавов являются диаграммы

растяжения изготовленных из них образцов. При

разрушениях от действия кратковременных нагрузок

(при ударах от попадания в двигатель посторонних

предметов – птиц, града, кусков льда, твердых частиц

с взлетно-посадочной полосы или при пробивании

корпуса двигателя оборвавшейся роторной деталью)

характеристики диаграммы растяжения непосредст -

венно влияют на оценку прочности. Правильная оценка

статических деформаций играет также существенную

роль при оценке повреждений от малоцикловой (МЦУ)

или много цикловой (МнЦУ) усталости.

Несмотря на много летний опыт применения

диаграмм растяжения достоверность получаемой с их

помощью информации остается не вполне изученной.

В настоящей работе на примере титанового сплава ВТ6

рассматриваются связанные с этим вопросы и предла -

гаются некоторые пути их решения.
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Экспериментальные диаграммы
растяжения – условные и истинные

Типичный пучок диаграмм растяжения пяти стандарт -

ных образцов из сплава типа ВТ6 представлен на рис. 1.

Показаны зависимости услов ного растягивающего

напряжения s0 = F /A0 от условной деформации

e0 = Dl / l0 (F – растягивающая сила; A0 – начальная

площадь круглого поперечного сечения образца; l0 –

первоначальная длина базы, на которой контроли ру -

ется абсолютное удлинение Dl), которые определя ются

при перемещении с заданной постоянной скоростью

одного из двух захватов испытываемого образца.

Небольшой скачок напряжения при переходе

от упругой к пластической области обусловлен усло -

виями проведения испытания (после достижения

предела текучести скорость нагружения была увели -

чена в 10 раз) и не является значимым.

Подобные диаграммы растяжения рассматривались

во многих работах, но переход от условных характе -

ристик, отне сенных к начальному размеру образца,

к истинным характеристикам, учитывающим изменение

площади поперечного сечения A и длины базы l

образца, требует более полного и корректного изложе -

ния. Под истинными характеристиками понимаются

не локальные, а усредненные по площади действи тель -

ного поперечного сечения образца значения.

На рис. 2 приведены структуры условной 0-1-2-3

и истинной 0-1-5-8 диаграмм растяжения образца

из титанового сплава с выраженной шейкой. На участке

нагружения до точки 2 образец растягивается равно -

мерно по длине, причем площадь его поперечного

сечения при e << 1 уменьшается на величину

(1)

а коэффициент сужения площади поперечного сечения

равен

(2)

где m – коэффициент поперечного сжатия (коэффи -

циент Пуассона).

При упругих деформациях e0 = e0e для титановых

сплавов коэффи циент Пуассона имеет довольно

стабильное значение me » 0,3, при развитых пласти чес -

ких деформациях e0= e0p, когда объем тела практически

не меняется, – mp » 0,5. При нагружении по мере

роста отношения èp = e0p / e0e величина m возрастает

в указанных пределах. Полагая полную поперечную

деформацию, приводящую к изменению диаметра

Dd = edd0, равной сумме упругой и пластической

составляющей ed = -me0 = -(mee0e + mpe0p), получим

(3)

Зависимость (3) для me » 0,3 и mp » 0,5 показана

на рис. 3 и подтверждается некоторыми экспери мен -

тами. Видно, что для èp > 7…10, можно считать m » 0,5.

При этом из формулы (2) следует, что при e0 << 1

сужение y » e0, так что в момент образования шейки

yв » eв. Минимальное значение относительного суже ния

при разрушении не может быть меньше этой величины.

Истинное напряжение на участке диаграммы 1-5

равно

(4)

Шейка на кривой s0(e0) появляется при макси -

мальном значении условного напряжения, – пределе

прочности (s0)max = sв0, – в точке 2 диаграммы при

(s0)¢e0
= 0 или, согласно (4), при условии

(5)

Как показано в ряде работ, например, [1], образо -

вание шейки связано с потерей устойчивости равно-

мерной деформации образца.

Согласно (4) истинный предел прочности связан с

условным пределом прочности соотношением

(6)

При пологом протекании кривой растяжения

в области максимума условных напряжений (анало -

гично кривым на рис. 1) точно найти деформацию eв0,

если она не фиксируется автоматически в процессе

нагружения образца, затруднительно, но ввиду малости

точность ее определения не является существенной.

При значительных пластических деформациях

(7)

Для образцов из сплава ВТ6 при пределе проч -

ности sв0 = 1000…1040 МПа и отвечающей ему

условной деформации eв0 = 0,06…0,08 имеет место

Рис. 1. Экспериментальные диаграммы растяжения образцов 

из титанового сплава типа ВТ6 при температуре 20С (ЦИАМ)
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eв » eв0, что позволяет оценить повышение предела

прочности по формуле (6) в среднем как sв /sв0 » 1,07.

Вывод приведенных формул остается справед -

ливым и при появлении шейки, если относить его

к уменьшающейся длине базы отсчета l0 (в пределе –

к малой области у минимального сечения шейки) и

учитывать значительный рост пластической дефор -

мации в этой области.

Современные испытательные машины позволяют

измерять растягивающую нагрузку Ff и соответст -

вующее ей условное напряжение sf 0 = Ff /A0, а также

отслеживать изменение площади шейки DA вплоть

до разрыва образца. Истинное напряжение при разрыве

(в точке 7 на рис. 2) равно

(8)

В области развития шейки при èp > 10 коэф фи -

циент поперечного сжатия практически достигает

максимального значения m » mp = 0,5 (см. рис. 3),

соответствующего сохранению постоянного объема

lA = l¢A¢, где l¢ = l0(1 + eв) и A¢ = A0(1 - yв) – длина базы

и площадь поперечного сечения образца в момент

начала образо вания шейки при e0 = eв. При малых

деформациях до момента образования шейки

l¢A¢ » l0 A0, и тогда при дальнейшем развитии шейки

из формулы (7) следует

(9)

Зависимость (9) в пределах yв < y < 1 показана

на рис. 4. Для металлических сплавов реальная

область деформаций обычно ограничивается значе -

ниями относительного сужения y < 0,7 и деформации

при разрушении ef < 1. Формулами (8) и (9) опреде -

ляется положение точки 8 – значения истинных пара-

метров разрушения образца с шейкой при растя жении

с постоянной скоростью деформации.

Измеряя текущие значения растяги вающей силы

F(e0) и площади A(e0), можно воспроизвести всю

условную кривую деформирования s0(e0) и рассчитать

соответствующую ей истинную кривую s(e) для

данного образца на участке 5-8.

Такой подход пред лагался, например, в работе [2],

однако с учетом технологического разброса диаграмм

деформирования (см. рис. 1) фактическое протекание

одной из кривых s(e), носящее случайный характер,

малоинформативно.

С другой стороны, испытания образцов конструк -

ционных металлических сплавов на кручение [3],

в которых шейка не возникает, показывают, что зависи -

мость между интенсивностями напряжений и дефор-

маций si = f(ei) носит прямо линейный характер. 

Рис. 2. Схемы условной 0-1-2-3 и истинной 0-1-5-8 диаграмм растяжения

Рис. 3. Зависимость коэффициента поперечного сжатия m

от относительной пластической деформации èp

при коэффициентах Пуассона me » 0,3 и mp » 0,5

Рис. 4. Зависимость ef (y) согласно формуле (9)
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Рис. 5. Характеристики двух групп образцов из сплава ВТ6:

прочностные (sв0, sв, sf 0, sf ), деформационные (d, y) и пределы текучести (s0,2, sт)
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Согласно опреде лению интенсивности при растяжении

si = s и ei = e, поэтому кривую 0-1-5-8 с прямо линей -

ным участком 5-8 может рассматри вать как достаточно

достоверную характе ристику деформиро вания и разру -

шения материалов с шейкой, в частности сплава ВТ6.

При развитых пластических деформациях ei » epi

фактическое протекание кривой на переходном

участке 1-5 слабо влияет на условие разрушения

в точке 8, поэтому удобно представить обобщенную

диаграмму деформирования билинейной моделью

в виде двух прямых ветвей 0-1-9 и 9-5-8 с расчетным

пределом текучести sт в точке их пересечения. В этом

случае касательный модуль Eт и предел текучести sт

определяются формулами

(10)

(11)

При sf = sв (идеальная пластичность) Eт = 0,

sт = sf. При Eт << E величину Eт можно отождествлять

с модулем пластичности

(12)

Пример обработки диаграмм деформиро -
вания двух групп образцов из сплава ВТ6

Проиллюстрируем указанный подход на примере обра -

ботки диаграмм деформирования двух групп образцов

из сплава ВТ6, испытания которых были проведены

в ЦИАМе. В первую группу входили образцы с номе -

рами 1–10, во вторую группу, несколько отличавшуюся

технологией изготовления, – с номерами 11–25.

На рис. 5 приведены как непосредственно изме -

ренные, так и рассчитанные по ним характерис тики

для каждого образца: условный sв0 и соответст вую -

щий ему истинный sв пределы проч нос ти; условное

sf 0 и истинное sf напряжение при разрыве; относи -

тельное удлинение d и относительное сужение шейки

при разрыве y; условный s0,2 и расчетный sт пределы

текучести.

Из рассмотрения этих диаграмм, относящихся

к идентичным условиям испытаний, следует:

– внутри каждой группы присутствует случайный

разброс параметров, связанный с техно ло гическими

отклонениями при изготовлении и термомеханической

обработке заготовок, из которых вырезаны образцы;

– различие в технологии изготовления двух групп

образцов практически не сказалось на относительном

удлине нии d, заметно повлияло на условные значения

sв0, sf 0 и сильно повлияло на вели чину относи тель -

ного сужения y и истинные параметры разрушения sf

и деформирования ef ;

– сужение шейки (при увеличении параметра y)

и связанное с этим падение условного напряжения

при разрыве sf 0 не указывает на уменьшение истин -

ных прочностных характеристик материала, которые

при этом, наоборот, возрастают;

– увеличение истинной деформации разрушения

ef, сопровождающееся ростом истинного разрушаю -

щего напряжения sf , свидетельствует о повышении

прочности материала, что подтверждает правомочность

использования величины ef в качестве критерия

прочности.

Измеренное падение модуля упругости образцов

второй группы на ~ 4% сопровождалось повышением

пределов текучести и прочности на ~ 4 и ~ 2,5%,

соответственно, поэтому сам по себе модуль упругости

не может считаться прочностной характеристикой.

На рис. 6 показано изменение касатель ного модуля

Eт, определенного графически по исходным кривым

на рис. 1, а не по изложенной выше методике.

Отличие расчетного значения предела текучести

билинейной модели sт от условного предела текучести

s0,2 (см. рис. 5) достигает 8…12%, что надо прини мать

во внимание при подготовке расчетных моделей.

Простейший способ учета случайного техноло ги -

ческого разброса характеристик материала заключается

в том, что расчеты проводятся при их крайних возмож -

ных значениях, определяемых по испытаниям нескольких

образцов, а при отсутствии экспери мен тов – по значе -

ниям, указанным в ТУ на данный материал. Иногда

предполагается, что прочностные и деформационные

свойства действуют на условия разрушения в противо -

положных направлениях. Из представленных данных

видно, что к этому предположению следует относиться

с осторожностью.

Рис. 6. Касательный модуль для двух групп образцов 

из сплава ВТ6
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Численно-аналитическое определение
статистических характеристик сплава ВТ6

Предположим вначале, что испытаниями получена

достаточно большая (теоретически бесконечно большая)

выборка номинально идентичных образцов, по которой

могут быть установлены законы распределения случай-

ных величин – рассмотренных выше параметров диа -

грамм растяжения, и определены их статисти ческие

характеристики – математическое ожидание (среднее

значение) и среднеквадратическое отклоне ние (СКО).

Одной из таких случайных величин будет относи тель -

ное сужение y с плотностью распре деления fy(x).

В ряде работ (например, [4]) было установлено,

что рассеяния характеристик материалов, относящихся

к их прочности и деформации, имеют распределения,

близкие к нормальному, в то время как относящиеся

к длительности процессов в часах или циклах –

к логарифмически нормальному. Это дает основание

считать распределение fy(x) нормальным со средним

значением my и СКО sy.

В работе [5] по результатам испытаний

210 образцов из дискового титанового сплава получены

гистограммы свойств материала, в том числе относи -

тельного сужения y, для которого было показано, что

его распределение подчинется нормальному закону

с доверительной вероятностью 0,957. Статистические

характеристики my, sy и коэффициент вариации

ny = sy / my для этого сплава по данным [5] приведены

в первой строке табл. 1. В столбцах z = 210 указаны

крайние значения y по данным гистограммы.

Обычно значения коэффициента вариации проч -

ностных характеристик образцов из титановых сплавов

не превышают 0,1. В данном случае большая величина

коэффициента вариации и вызванный ей разброс

характеристик, возможно, связаны с недостаточной

отлаженностью технологического процесса изготов -

ления образцов или с неточностью измерений относи-

тельного сужения.

Удаление от центра рассеяния на три СКО

(на величину 3sy) обычно считается достаточным

для получения достоверного экстремального значения

случайной величины.

Минимальная и максимальная величины

коэффициента сужения

(13)

приведены в табл. 1 в столбцах «-3s» и «+3s»

соответственно.

Диапазон значений ymax - ymin = 6sy несколько

перекрывает замеренный в [5] разброс относительных

сужений даже при большом числе образцов.

При расчетах на прочность существенное

значение имеют минимальные прочностные свойства

материала, в частности, (ef )min и (sf )min, но при

сопостав лении результатов расчетов с данными

единичных испытаний надо рассматривать весь

диапазон возможных значений характеристик.

Во второй и четвертой строках табл. 1 приведены

значения (ef )*
min , (ef )*

max и (sf )*
min, (sf )*

max , рассчитанные

по формулам (9) и (8) при подста новке в них средних

и экстремальных значений y. Так как величина sf 0

неизвестна, определялось отно шение (sf /sf 0)
*.

Для более точной оценки этих параметров

необходимо найти законы распределения fe (x) и fs (x)

случайных величин ef и sf , соответственно. Предпо -

сылками для этого могут служить изобра жен ная

на рис. 4 зависимость по формуле (9) и установ-

ленный в работе [5] нормальный закон распределения

случайной величины y:

(14)

Согласно теореме о преобразовании случайной

величины по закону h = h(x) или y = y(x) плотности

распределения вероятностей исходной x и преобразо -

ванной h случайных величин связаны соотношением

(15)

где x(y) – функция, обратная y(x).

Применительно к преобразованию (9) и закону (14)

(в которых под x подразумевается коэффи циент

Таблица 1. Статистические характеристики образцов из титанового сплава ВТ6 [5]

Случайная 
величина f

Среднее 
значение mf

СКО sf
Коэффициент 
вариации vf

Минимальное 
значение fmin

Максимальное 
значение fmax

-3s z = 210 +3s z = 210

y 33,8% 5,07% 0,150 18,6% 21,3% 49,0% 45,7%

e*
f 41,2% – – 20,6% 24,0% 67,3% 61,1%

ef 41,5% 7,72% 0,186 18,4% – 64,6% –

(sf / sf 0)* 1,511 – – – 1,271 – 1,842
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сужения y, а под h – истинная дефор мация разруше -

ния ef) это приводит к плотности распределения

(16)

На рис. 7 показаны графики плотностей распре де -

ления (14) и (16), построенные для взятых из табл. 1

относительных значений my = 0,338 и sy = 0,0507

при изменении y и ef в следующих интервалах:

x0 = 0,125 < y < 0,545 = x100 с шагом Dx = 0,0042 и

y0 = 0,125 < ef < 0,805 = y100 с шагом Dy = 0,0068.

Из сопоставления функций распределения видно,

что их статистические характеристики заметно отлича -

ются. Кривая fe (y) по отношению к кривой fy (x)

смещена вправо, выглядит более пологой и несколько

асимметрична. Но при этом необходимо учитывать,

что диапазоны возможного изменения случайных

относительных величин y и ef различны: eв0 < y < 1,

а деформация ef ограничена только снизу ef > eв и

может достигать и даже превышать единицу.

Аналитически рассчитать среднее значение и

величину СКО функции fe(y) затруднительно (моменты

распределения вероятностей (16) выража ются через

вырожденную гипергеометри ческую и другие специаль -

ные функции), поэтому эти величины вычислены

численно путем интегрирования кривой fe (y) в указан -

ном выше диапазоне yk = efk по расчетным формулам

определения первого M1 и второго M2 моментов:

(17)

Рассчитанные значения me » 0,415 (что весьма

близко к вычисленному непосредственно по формуле (9)

значению 0,412), se » 0,077 и ne = se / me » 0,186 внесены

в табл. 1 вместе с (ef)min =me - 3se » 0,184 и

(ef)max =me + 3se » 0,646. Выраженный в коэффи циен -

тах вариаций vy и ve разброс истинной деформации

разрушения ef полу чился на 24% больше, чем

у коэффициента сужения y.

Оценки показывают, что коэффициенты вариации

отношения sf / sf0 и напряжения sf существенно ниже,

чем ve, и учет разброса sf имеет меньшее практическое

значение.

Статистические характеристики сплава
ВТ6 при ограниченных выборках

Фактические испытания проводятся на ограниченном

количестве однотипных образцов, что позволяет найти

только выборочные значения механических характе -

ристик материалов. При числе образцов, равном z,

средняя выборочная величина случайной вели чины

y равна

(18)

а выборочное СКО

(19)

Согласно работам [6, 7], статистически мини маль -

ное значение случайной величины ymin зависит

от числа образ цов в выборке z, выборочных значений

средней величины my,z и СКО sy,z (или выборочной

вариации vy,z), а также двух вероятностных характе -

ристик – уровня значимости q и доверительной

вероятности g, обеспечивающих выполнение условия

(20)

Уравнение (20) указывает, что с вероятностью,

не меньшей p, величина ymin будет не больше любого

значения y, причем достоверность такой оценки имеет

вероятность g. Значение ymin, удовлетворяющее усло -

вию (20), может быть представлено в виде

(21)

где kt (p,g,z) – односторонние толерантные коэффи -

циенты, зависящие от характера распределения слу-

чайной величины y и параметров p, g, z. Таблицы

значений kt (p,g,z) для нормального распреде ления

представлены в [8].

Применительно к меха ни ческим характеристикам

материала рациональные значения p и g должны

удовлетворительно описывать, по крайней мере,

следующие два свойства [9]:
Рис. 7. Графики плотностей распределения fy (x) и fe (y)

случайных величин y и ef
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– при очень большом числе образцов в выборке

(z > 100) минимальное значение ymin должно доста -

точно близко совпадать со значением по правилу «трех

сигм», т.е. kt » 3;

– минимально допустимое число образцов в выборке

должно быть таким, чтобы статистически вероятное

значение ymin оставалось больше некото рого предель -

ного значения ylim; величиной ylim может служить

указанное в ТУ на сплав нижнее значение y; если

оно не задано, следует учитывать, что ylim должно

быть заведомо больше величины y » d; для титановых

сплавов ylim » 10…12%.

Вблизи от центра рассеяния представим функцию

kt (p,g,z) приближенно в том же виде, как в работе [9]

для нормального распределения при p = 0,995 и

g = 0,95:

(22)

Для z = 210 и данных табл. 1 это дает статис ти -

чески вероятное значение ymin = 18,3%, что меньше

выборочного значения 21,3%, и оценку ef = 20,2%

с запасом 2,4% по отношению к расчетному

по правилу «трех сигм».

Если вернуться к полученной в ЦИАМе выборке

из z = 15 образцов с номерами 11…25, результаты

испытания которых приведены выше, то для нее

my=51,05% и sy=0,57%, и, следовательно, ymin=48,84%

и ef = 67,01%. В данном случае минимальное выбороч -

ное значение коэффициента сужения ymin при 15-ти

образцах случайно практически совпало с предельной

величиной ymin = 49,4%, вычисленной по формуле (21)

при kt = 3.

Для иллюстрации применения формулы (22)

для меньших выборок сформируем из массива z = 15

несколько случайных выборок с z = 5 и z = 10 и

определим для них ymin и ef. Результаты расчета

статистических и измеренных значений характеристик

для сформированных выборок приведены в табл. 2.

Cтатистически минимальные значения параметров

при малом числе образцов z = 5 дают большинство

оценок ymin < 48,8% и ef < 67,0%, т.е. с запасом

по условиям разрушения, в то время как выборочные

значения параметров, в основном, завышают эти оценки.

По мере увеличения объема выборки, и те, и другие

оценки становятся более стабильными и при z = 10

мало отличаются от значений при z = 15.

Заключение

На основе корректного перехода от условных харак -

теристик деформирования и разрушения образцов

из титанового сплава ВТ6 к истинным характеристикам

и сопоставления результатов испытаний двух групп

Таблица 2. Статистически и выборочно минимальные значения ymin и (ef )min при разных выборках

Номер 
выборки

Число 
образцов z

Среднее 
в выборке, %

Коэффициент 
вариации

ymin, % (ef )min, %

Статистич. Выборочн. Статистич. Выборочн.

1 15 51,05 0,011 48,84 49,35 67,01 68,30

2

10

51,13 0,013 48,05 49,07 65,50 67,47

3 51,13 0,007 49,51 50,05 68,35 69,41

4 50,90 0,012 48,23 49,11 65,83 67,55

5 51,06 0,013 48,00 49,01 65,39 67,36

6 50,93 0,012 48,10 49,03 65,58 67,40

7

5

50,90 0,017 44,92 48,24 59,64 65,86

8 51,36 0,007 48,81 50,23 66,96 69,77

9 50,89 0,002 50,12 50,55 69,59 70,42

10 50,96 0,018 44,80 48,22 59,42 65,82

11 51,08 0,006 48,87 50,10 67,07 69,51

12 50,69 0,016 45,36 48,23 60,44 66,01

13 51,37 0,005 49,48 50,53 68,29 70,38

14 51,00 0,018 44,65 48,18 59,15 65,74

15 50,73 0,016 45,29 48,31 60,31 65,99
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