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В статье описана разработанная автором мезо-модель композиционного материала, который представлен

в виде двухкомпонентной среды. Рассмотрены методы определения параметров модели, сформулированы

критерии разрушения компонентов композиционного материала и границы их раздела для однонаправленно-

армированного материала. Приведены основные разрешающие уравнения, полученные на основе баланса

энергии. На примере решения частной задачи о напряженно-деформированном состоянии модели

хвостовика рабочей лопатки вентилятора показана вся цепочка развития событий, состоящая

из зарождения повреждения в одной из компонент композиционного материала, перераспределения

напряжений в окрестности повреждения, накопления и развития повреждений при увеличении нагрузки

и полного насыщения повреждениями, приводящего к исчерпанию несущей способности детали.
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Meso-model of composite material represented by the two-component medium is described. The techniques of

the model parameter determination and the failure criteria of composite material constituents and interface

boundary of the unidirectionally reinforced materials are considered. Main resolving equations, which were

derived on the base of energy balance, are given. Whole chain of events, which consists of failure initiation

in one of the composite material constituents, stress redistribution in the damage vicinity, accumulation

and development of damage at load increase and  full damage cumulation, bringing to loss of carrying capacity,

is shown by researches of strain-stress state of fan blade root model.
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Введение

Композиционные материалы (КМ) отличаются от

традиционно используемых металлов повышенными

значениями удельной прочности и жесткости.

Их применение в авиадвигателестроении позволяет

решить проблемы снижения массы и, соответственно,

расхода топлива и освоения высоких температур.

В настоящее время наблюдается расширение

использования КМ в аэрокосмической промышлен -

ности. При этом наиболее часто используются много-

слойные с различными схемами армирования или

тканые конструкции, в которых может возникать сложное

напряженно-деформированное состояние. Прогнози -

рование разрушения в конструкциях со слож ным

внутренним строением при общих условиях нагру -

жения имеет важное значение в инженерных приложе-

ниях. Проблеме разрушения посвящено большое число

исследований, например, [1 – 4]. Проектирование

конструкций из КМ в большинстве случаев основано

на критериях прочности [5 – 9], представляющих собой

развитие критериев [10], использующихся при проек -

тировании металлических изделий. Эти критерии

внедрены в коммерческие программные комплексы,

которые представляют собой основной инструмент

современного исследователя.
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Вместе с тем известно, что механизм разрушения

деталей из КМ качественно отличается от присущего

изделиям из металла – начальные повреждения в дета -

лях появляются на ранних стадиях их эксплуа тации,

далеких от исчерпания несущей способности.

По существу, весь жизненный цикл изделия из КМ

является процессом развития и накопления повреждений.

Традиционное гомогенизированное представление

КМ в виде однородного анизотропного тела не разли -

чает армирующий материал и матрицу. Этим обуслов-

лены трудности прогнозирования зарождения повреж -

дений, поскольку в таком представлении поля дефор-

маций в пределах компонентов КМ не могут быть

смоделированы. Сложность решения задачи прогно зи -

рования зарождения повреждений в конструкциях из

КМ обусловлена множеством механизмов разрушения,

для моделирования которых необходимы подходы

более высокого иерархического уровня, такие как

микромасштабные или мезомасштабные представ -

ления КМ. Предложенные в 1970-х годах структурные

подходы [11, 12] мезомасштабного уровня не получили

надлежащего развития. Подходы на уровне микро -

масштаба по-прежнему трудно реализуемы [13].

Представляют интерес мультимасштабные подходы,

в которых среда представляется в виде волокна, окру -

женного материалом матрицы. Такая модель материала

используется при решении задач в рамках феномено -

логического и составного подходов. Перенос этой

модели на слоистое тело с произвольной схемой арми -

ро вания приведен, например, в работе [14], а вероят-

ностно-статистические подходы рассматриваются

в статье [15]. Постановка и решение подобных частных

задач свидетельствуют об актуальности развития

структурных подходов.

В данной статье описан разработанный вариант

механики деформируемой неоднородной среды,

позволяющий сформулировать критерии разрушения

как компонентов КМ, так и зарождения повреждений

на межфазной поверхности. Приведены способы

определения параметров деформирования двухкомпо -

нентной среды. Процедура применения механики

двухкомпонентной среды к оценке зародившегося

повреждения, накопления повреждений и их развития

вплоть до критической насыщенности поврежде ни ями,

характеризующей исчерпание несущей способности

изделия, продемонстрирована на примере решения

задачи о напряженно-деформированном состоянии

хвостовика рабочей лопатки в плоской постановке.

Структурные критерии прочности

Если представительный элемент КМ принят в виде

мезо точки r (рис. 1), то можно определить поля

напряжений sij
a и деформаций eij

a в a-компоненте КМ

(a = 1 – наполнитель; a = 2 – матрица). Известные

напряжения sij
a в компонентах КМ позволяют вычис -

лить соотношения [16]:

(1)

где Пij
a и Пa

ijmn – компоненты тензоров прочности

второй и четвертой валентности анизотропной 

a-компоненты КМ.

Компоненты тензоров прочности удовлетворяют

условиям симметрии:

(2)

Кроме того, при преобразовании координат Пij
a и Пa

ijmn

изменяются по известным правилам [17]. Эти особен -

ности заметно уменьшают число независимых пара-

метров прочности, которые должны быть установ лены

испытаниями.

Для предложенного подхода характерно, что

составляющие тензоров прочности Пij
a и Пa

ijmn опреде -

ляются из раздельных испытаний каждой a-компоненты

до создания из них КМ. В общем случае состав -

ляющие тензоров прочности Пij
a и Пa

ijmn являются

функциями характера нагружения (статическое,

длительное, циклическое), окружающих условий

(температуры, влажности и других воздействий) и

скорости нагружения. Наряду с действующими напря -

жениями sij
a они являются фактором, определяющим

условие зарождения повреждений в a-компоненте КМ:

(3)

Многочисленными исследованиями установлено,

что в зависимости от условий нагружения, величин

приложенных нагрузок, внутренней структуры КМ,

а также характеристик прочности зарождение повреж -

дений происходит в наполнителе (с11, разрыв волокна),

либо в матрице (с2  1, трещина в матрице), либо

на границе их раздела (расслоение). Условия (3) позво -

ляют предсказать когезионное зарождение повреж-

дений в a-компоненте КМ, но не позволяют оценить

Рис. 1. Осреднения, принятые при построении 

различных моделей КМ:

p – макроточка (L >> d); r – составная точка (L ~ d); 

þ – микроточка (L < d)
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возможность адгезионного повреждения на контактной

поверхности наполнителя и матрицы.

Адгезия компонентов КМ возможна при больших

градиентах напряжений или деформаций на границе

раздела. Градиенты напряжений могут быть оценены

величиной разности sij
a = sij

1 - sij
2, а градиенты

деформаций – величиной разности eij
a = eij

1 - eij
2. Тогда

условие зарождения трещины на границе контакта

можно принять в одном из вариантов

(4)

Здесь Пij
a и П a

ijmn – элементы тензоров адгезионной

прочности различной валентности; Дij
a и Д a

ijmn –

элементы тензоров предельной деформации различной

валентности на границе раздела компонент КМ. Для

тензоров Пij
a, П a

ijmn и Дij
a, Д a

ijmn имеют место условия

симметрии (2) и особенности, присущие тензорам

прочности компонент КМ. Составляющие тензоров

адгезионной прочности и предельной деформации

могут быть определены по результатам испытаний

макрообразцов из КМ.

Таким образом постулируется, что зарождение

повреждения в КМ происходит в момент, когда

в какой-либо точке исследуемой конструкции выпол -

няется одно из условий (3) или (4). При этом проис-

ходит когезионное разрушение в наполнителе при

(51)

когезионное разрушение в матрице при

(52)

разрушение на границе раздела при

(5а)

Одновременное выполнение условий с1= с2= с
а
s = 1

(либо са
e = 1) соответствует наиболее рациональному

КМ в конкретном изделии.

В инженерных приложениях в зависи мости

от условий нагружения и внутренней структуры КМ

общие соотношения (5) упрощаются.

Зарождение повреждений в изотропной матрице.

Материал матрицы обычно является изотропным и

соотношение (52) может быть принято в виде

(6)

Здесь s2b – единственная характеристика прочности,

определяемая из испытаний отдельно материала

матрицы. Выражение (6) соответствует критерию Мизеса

(теория энергии формоизменения) и позволяет зафикси-

ровать возможность зарождения трещины в материале

матрицы при сложном напря женном состоянии.

Зарождение повреждений в во локне. Как правило,

в сведениях о прочностных свойствах волокон приво -

дится одна характеристика – их прочность на растя-

жение. Однако хорошо известно, что углеродные,

бескерновые карбид-кремниевые и базальтовые волокна

не сопротивляются сжатию. Сжимающие напря жения

могут нести керновые волокна бора, карбида кремния

и другие. Кроме того, очевидно, что армирующие

волокна в общем случае анизотропны и имеют различ -

ные прочностные характеристики вдоль s1b1 и поперек

волокна s1b2. Их прочности на сдвиг в плоскости,

содержащей длину волокна t1b1, и в поперечном сече -

нии t1b2 отличаются от прочности на сдвиг, опреде-

ленной из известного для изотропных сред выражения

tb = sb /3. Однако подробных исследований харак те -

ристик прочности материала волокна практически

невозможно найти в открытых источниках. Ниже

предложен вариант критерия прочности трансвер -

сально изотропных волокон:

(7)

Здесь ось 1 совпадает с направлением волокна, оси 2

и 3 лежат в его поперечном сечении (плоскости

изотропии). В соотношение (7) входят безразмерные

параметры a = (s1b /s1b2)
2 и b = (s1b /t1b)2 и три незави си -

мые характеристики прочности: s1b – прочность вдоль

волокна; s1b2 – прочность в поперечной плоскости;

t1b – прочность на сдвиг.

Для ряда армирующих волокон (например, волокон

из Е-стекла, арамидных волокон типа Кевлар, бескер -

новых волокон карбида кремния и др.) анизо тро пия

параметров прочности экспериментально не подтверж-

дена. Для таких волокон следует принять a = 1 и b = 3.

Характеристики адгезионной прочности практи -

чески не изучены, так как адгезионная прочность

может быть исследована только в составе КМ. Ниже

на основе анализа простейших схем нагружения уста -

новлены независимые характеристики адгезионной

прочности для однонаправленно-армированных КМ.

При растяжении вдоль волокон (рис. 2,а) компо -

ненты КМ сжимаются в поперечном направлении.

Однако из-за заметного различия коэффициентов

Пуассона сжатие происходит в разной мере. Возни ка -

ющие на границе раздела напряжения растяжения при

достижении определенной величины sb1
a+ могут привести

к расслоению вдоль волокна. При сжатии вдоль волокон
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более жесткие волокна могут потерять устойчивость

и большие искривления волокна приведут к отрыву

матрицы от волокна при напряжении sb1
a-.

При сдвиге в плоскости армирования (рис. 2,б)

харак теристика сдвиговой прочности tа
b1 может иниции-

ровать зарождение расслоения на границе раздела.

При знакопеременном напряженном состоянии

в плоскости армирования (рис. 2,в) возникают сдвиго -

вые напряжения от волокна и к волокну, которые могут

привести к расслоениям при напряжениях tb1
a+ и tb1

a-.

При растяжении в поперечной волокнам плоскости

(рис. 2,г) начальный обрыв, приводящий к серповид -

ному расслоению, происходит в слабейшем звене:

в материале матрицы, в материале волокна (преиму -

щественно в углеродном, бескерновом карбид-крем-

ниевом волокнах) или на границе раздела при напря -

жениях sb2
a+. При сжатии обрыв на границе раздела

может произойти в точке смыкания потоков связую -

щего около волокна, приводя к точечному или серпо-

вид ному расслоению в окрестности этой точки

при напряже ниях sb2
a-.

При сдвиге в поперечной волокнам плоскости

(рис. 2,д) прочность tа
b2 определяет возможность круго -

вого расслоения. Эта же характеристика сдви го вой

прочности определяет возможность начального расслое-

ния при знакопеременном напряженном состоянии

в поперечной волокнам плоскости (рис. 2,е).

Совокупность введенных предельных характе рис -

тик позволяет сформулировать критерий адгезионной

прочности

(8)

Здесь sij
a = sij

1 - sij
2 и введены обозначения:

(9)

Следует учитывать, что параметры адгезионной

прочности удовлетворяют условию совместности

(10)

Число независимых параметров адгезионной

прочности равно семи при учете условия их совмест -

ности (10). При этом пять параметров прочности

обуслов лены трансверсальной изотропией прочност -

ных свойств однонаправленно-армированных материа-

лов и два – отличием адгезионной прочности при

растя жении и сжатии.

Введенные критерии (6) – (9) определяют зарож -

дение повреждения в наиболее слабом элементе КМ.

Коэффициенты запаса локальной прочности

(11)

устанавливаются на основе опыта эксплуатации конст -

рукций из КМ. Их допустимые значения уточняются

по мере накопления знаний и развития технологии

проектирования и изготовления. Априори ясно, что

допустимые уровни запасов прочности k
1, k

2 и k
a

различны и обусловлены как материалами компо нен -

тов, так и технологией производства КМ.

Структурная теория композиционных
материалов

Одна из проблем при определении зарождения

повреждений с помощью предложенных соотношений

(5) заключается в установлении напряженно-деформи -

рованного состояния не только в конструкции из КМ,

но и в компонентах КМ-детали. Для установ ления

их разработаны определяющие уравнения [11, 12].

Таковыми являются:

– кинематические соотношения

(12к)

– физические соотношения

(12ф)

– уравнения движения

(12д)

– уравнения теплопроводности

(12т)

Здесь ui
a – i-ая (i = 1, 2, 3) составляющая вектора пере -

мещений в a-компоненте КМ; sij
a и eij

a – компо ненты

тензоров напряжений и деформаций в a-компоненте

КМ; Ta, DT
a – температура и ее приращение в a-компо -

ненте КМ; Xi
a – составляющая объемной силы в a-компо-

ненте КМ; Wa – источники тепла в a-компоненте КМ;

aij
ab
mn – составляющая тензора податливости в a-компо -

ненте КМ при b = a и составляющие тензора связан-
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ности податливостей компонент КМ при b  a; 

aij
a – составляющие тензора коэффициентов линейного

расширения в анизотропной a-компоненте КМ; 

rab – плотность a-компоненты КМ при b = a и плот -

ность присоединенной массы при b  a (или параметр

инерционного взаимодействия); gij и bij – параметры

вязкого и механического взаимодействия (трения)

компонент КМ; ca и lij
a – удельная теплоемкость при

постоянной деформации и характеристики тепло про -

вод ности анизотропной a-компоненты КМ.

Параметры βaij
b связаны с составляющими тензора

температурного линейного расширения aij
a по фор му лам

(13)

где cij
ab

mn – параметры упругости анизотропной a-

компоненты КМ при b = a и параметры жесткости

сцепления компонент КМ при b  a.

Источники тепла в компонентах КМ могут быть

обусловлены отличием как градиентов температур, так

и самими температурами в компонентах КМ:

(14)

Здесь li
a и la – параметры теплообмена на границе

раздела компонентов КМ; Wa – собствен ные источ ники

тепла; b  a;�a = 1, 2.

В соотношениях (12) – (14) после запятой в нижних

индексах подразумевается дифференцирование по соот-

ветствующей координате. По одинаковым нижним

индексам и верхнему параметру b (b = 1, 2) пред по ла -

гается суммирование. Когда говорится о параметрах

в a-компоненте КМ, то понимается их осредненное

значение в облас ти, занятой ей в мезоточке [18]. 

Знак осреднения <> не используется для упрощения

записи.

Об определении параметров двухкомпо нентной

среды. Если допустить, что свойства компонентов КМ

сохраняются в результате их переработки в КМ, то

неизвестными, подлежащими определению, в основ -

ных соотношениях (12) – (14) являются: параметры

жесткости сцепления cij
ab
mn (b  a), плотности присоеди -

ненной массы rab (b  a), параметры вязкого gij и меха-

нического bij взаимодействия, а также параметры тепло-

обмена li
a и la на границе раздела компонентов КМ [19].

Прежде чем будут рассмотрены способы опреде -

ления перечисленных характеристик, следует заметить,

что число независимых параметров жесткости сцепле -

ния cij
ab

mn и плотности присоединенной массы rab

предложенной мезо-модели КМ (12) и в модели упру -

гого однородного анизотропного тела [17] совпадает:

(15)

Утверждение справедливо и для КМ с опре де лен -

ной симметрией внутреннего строения. Так, например,

для слоистых и тканых КМ (ортотропное тело) число

независимых упругих параметров равно девяти, а для

однонаправленно-армированных структур (трансвер -

сально изотропное тело) число их снижается до пяти.

Параметры жесткости сцепления (связанной

податливости). Параметры жесткости сцепления cij
ab
mn

(b  a) могут быть определены испытаниями мульти -

модельных образцов при различных условиях нагру-

жения, например, испытаниями на растяжение волокон,

окруженных материалом матрицы. Техническая труд -

ность выполнения таких испытаний и, в первую

очередь, ограниченность числа параметров, которые

могут быть определены этим методом, обусловили

необходимость поиска других расчетных и экспери -

ментальных способов определения cij
ab
mn.

Рис. 2. Формирование критериев адгезионной прочности в однонаправленно-армированных КМ при растяжении или 

сжатии (а, г), сдвиге (б, д) и знакопеременном напряженном состоянии (в, е):

а, б, в – в плоскости армирования; г, д, е – в поперечной волокнам плоскости
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Для расчетной оценки верхних и нижних границ

параметров жесткости сцепления cij
ab

mn (b  a) мезо -

модели КМ (12) был использован обобщенный

на двухкомпонентные среды вариационный метод,

предложенный Хашиным и Розеном [20] для уста -

новления верхних и нижних границ параметров

упругости однородной анизотропной среды. Путем

сравнения потенциальной и дополнительной энергий

они установили, что верхние и нижние границы пара -

метров однородной среды сильно отличаются [20].

Полученные автором верхние и ниж ние границы

параметров жесткости сцепления cij
ab

mn (b  a) мезо-

модели КМ также сильно отличались. Эти оценки

имеют теоретическое значение, но мало пригодны для

инженерных приложений.

Ниже для определения параметров жесткости

сцепления cij
ab
mn (b  a) мезо-модели КМ используются

результаты испытаний макрообразцов. Известные

значения упругих характеристик cijmn однородной анизо-

тропной среды (15) и компонентов КМ cij
aa

mn исполь -

зуются в аналитическом анализе напряженно-

деформированного состояния образца с помощью

соотношений (12). Это позволяет уста новить функцио -

нальную связь для определения неизвестных парамет-

ров жесткости сцепления cij
ab
mn мезо-модели КМ:

(16)

где va – объемное содержание a-компоненты КМ.

Используя модели деформирования Максвелла и

Фойхта для изодеформаций при растяжении вдоль

волокон и изонапряжений при растяжении в плоскости

изотропии и сдвиге в плоскости армирования и следуя

работам, выполненным для однородных анизотропных

сред (например, [20 – 22] и др.), получены следующие

оценки независимых параметров жесткости сцепления

cij
ab

mn (b  a) мезо-модели КМ для трансверсально

изотропной неоднородной среды:

(17)

Здесь Е1, E2, G12, n12, n32 – экспериментально

определенные параметры упругости трансверсально

изотропной однородной среды. Кроме того, введены

обозначения:

В таблице приведены расчетные значения пара -

метров жесткости сцепления cij
ab

mn (b  a) трансвер-

сально изотропного стеклопластика, изотропные

свойства компонентов которого Е
1 = 72 500 МПа,

n1 = 0,2, Е2 = 2940 МПа, n2 = 0,35.

Параметры инерционного взаимодей ствия. Если

кинетическая энергия K представлена в квадратичной

форме

то вследствие теоремы Лагранжа слагаемые, содер жа щие

динамический параметр инерционного взаимодействия

r12, появляются в уравнениях движения (12д) [23].

Путем сравнения экспериментальной и расчетной

скорости распространения продольных волн в [24, 25]

показано, что в упруго-пористых средах этим парамет -

ром можно пренебречь. Такое же заключение получено

в расчетных исследованиях [26] распро странения волн

в направлении армирования в двухкомпонентной среде

(12). В [27 – 29] дана другая оценка параметра r12,

которая представляется завышенной. Противоречивые

заключения обуславли вают необходимость дальнейших

исследований в смесях двух твердых тел.

Параметры вязкого и механического трений.

Параметры вязкого gij и механического bij взаимо -

действия (трений) являются особенностью всех моделей

«смесей». Например, для изотропной упруго-пористой

среды, заполненной жидкостью, параметр вязкого

взаимо действия определен в соответствии с законом

Дарси равенством g = mn2
2 / K2 [30], где m – вязкость

жидкости; v2 – пористость; K2 – проницаемость.

В теории консолидации двух твердых тел роль

пара метров gij заметна для композиций, имеющих

вязкоупругую матрицу. Саморазогрев колеблющихся

деталей из КМ описывается моделью (12) при учете

gij – диффузионного механизма взаимодействия их

компонентов. Способы определения параметров gij

могут быть позаим ствованы из механики упруго-
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пористых сред, в рамках которой разработаны экспери-

ментальные методы их определения [31].

Для трансверсально изотропного тела ненулевыми

элементами тензора механического взаимодействия

являются диагональные элементы b11, b22, b33 = b22.

В [32] из решения задачи о растяжении элементарной

ячейки слоистого тела толщиной H вдоль и поперек

направления волокон получена следующая оценка

в которой для определения b11 следует принять Aa = ma,
а для b22 – A

a = la + 2ma. Здесь na – объемное

содержание; la и ma – параметры Ляме a-компоненты

КМ. Аналогичные расчетные оценки параметра меха -

нического взаимодействия получены в [27 – 29, 33, 34],

а также в [35 – 37]. В [37] искусственным приемом

удалось разделить продольные и поперечные движе ния

и показать, что параметр механического взаимодействия

принимает различные значения на ветвях диспер сион -

ной кривой. На первой ветви дисперсионной кривой

параметр механи ческого взаимодействия совпадает

с его статическим значением. Значения параметра,

опреде лен ные на других ветвях, зависят от плотности

компонентов КМ. Аналогичные аналитические резуль -

таты полу чены в [38] при исследовании собственных

колебаний консольно закрепленных балок из КМ

на основе соотношений (12). В [38] показано, что при

больших значениях параметра механического взаимо -

действия b11 уравнение собственных частот балки

сводится к уравнению, получаемому на основе меха -

ники одно родной анизотропной среды. При их малых

значениях одной частоте соответствуют две формы

колебаний, которые при больших волновых числах

(малой длине волны) и малой жесткости сцепления

cij
ab
mn (b  a) становятся формами колебаний отдельно

матрицы и отдельно волокна. Промежуточная область

описывается соотношениями (12), и при экспери мен -

тальном опреде лении двух форм колебаний при одной

частоте может быть найдено экспериментальное значе -

ние параметра механи ческого взаимодействия b11.

Таким образом, показано, что в литературе преобла-

дают аналитические методы оценки параметров меха -

нического взаимодействия bij. Попытки разработки

экспериментальных способов их опре деления не разви-

вались и находятся в зачаточном состоянии.

В целом в настоящее время существуют подходы,

позволяющие определить все параметры мезо-модели

КМ (12).

Постановка задач и их решение

Математическая формулировка статических и динами -

ческих задач в структурной теории термоупругости

КМ отличается от постановки для однородных сред

тем, что краевые и начальные условия должны быть

заданы для каждой компоненты КМ [39].

Так, например, в каждой точке XS наружной

поверхности S исследуемого тела в обобщенной

на двухкомпонентные среды первой краевой задаче

задаются перемещения

(18а)

во второй краевой задаче – напряжения

(18б)

Здесь nj – компоненты направляющего вектора нормали

к поверхности S в точке XS; t0 – начальный момент

времени. Могут встре титься смешанные краевые задачи

различных типов. 

Аналогично формулируются температурные краевые

задачи с начальными условиями. При решении дина ми-

ческих задач в начальный момент времени t0 в каждой

точке исследуемого тела должны быть заданы переме -

щения ui
a(X, t0), скорости ui,t

a (X, t0), а также темпера-

тура Ta(X, t0) для каждой компоненты КМ (a = 1, 2).

Разрешающие уравнения. В приложениях исполь зу -

ются вариационные методы решения краевых задач,

в основу которых положено уравнение баланса энергии.

В двухкомпонентной среде в соответствии с урав не -

нием баланса изменения

– кинетической энергии

– изотермической потенциальной энергии

 

– тепловой энергии

Таблица. Расчетные значения параметров жесткости сцепления cij
ab

mn (b  a)

Относительное объемное 
содержание наполнителя, v

1

Параметр жесткости сцепления, МПа

c11
ab

11 c11
ab

22 c22
ab

22 c22
ab

22 - 2c23
ab

23 c12
ab

12

0,2 0,07 1,94 41,4 -88,3

245
0,4 153 212 512 107

0,6 140 285 733 103

0,8 79 109 491 -156
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а также потери из-за вязких и механических трений

и тепловые потери

обусловлены массовыми силами Хi
a, поверхностными

нагрузками Pi
a, внутренними источ никами тепла Wa и

распределениями тепловых потоков T,i
a и температуры

T
a на поверхности исследуемого тела.

Уравнение баланса энергии имеет вид

(19)

Здесь T0
a – температуры компонентов КМ в начальный

момент времени t0; q
a – тепловой поток в направлении

нормали n к поверхности S в соответствии с законом

Фурье.

На основе уравнения баланса энергии (19) доказаны

теорема о единственности решения краевых задач

в двухкомпонентной среде, теорема о минимуме потен -

циальной энергии [37], а также методом конечных

элементов решен ряд прикладных изотермических

задач статики.

Реализация метода конечных элементов в двухком -

понентной среде. Принятая в методе конечных элемен-

тов система преобразований и составления условий

равновесия каждого элемента [40] исполь зо вана для

получения из уравнения баланса энергии (19) для

статических изотермических задач разрешающей сис-

темы уравнений относительно неизвестных векто ров

перемещения {U
a} a-компо ненты КМ в узловых точках

(20)

Здесь {R
a} – вектор равнодействующих сил, дейст ву -

ющих на a-компоненту КМ в узловой точке; K
ab –

матрица жесткости a-ком поненты КМ при b = a и

матрица жесткости сцепления при b  a.

Разрешающая система уравнений (20) в матема ти -

ческом смысле не отличается от соот ветствующей

системы уравнений для однородной анизотропной

среды. Однако, число неизвестных {U
a} и уравнений

в два раза больше, что представляет определенные

трудности при приме нении стандартных методов

решения алгебраических уравнений МКЭ, в том числе

при решении задач с помощью коммерчески доступ -

ных стандартных программ.

При решении системы уравнений (20) приходится

формировать три матрицы жесткости K11, K22 и K12=K
21,

в то время как в доступных стандартных программах

формируется лишь одна матрица K. Если разреша ю -

щее уравнение (20) представить в виде

(21)

(21*)

то легко видеть, что для решения задачи теории

консолидации двух упругих тел можно без принци -

пиальных изменений использовать существующие

программы. Задача решается итерационным методом

с переукомплек тованным вектором внешних сил {R*
a}

и матрицами жесткости Kaa a-компоненты КМ. При

этом, конечно, увеличивается требуемое для решения

задачи машинное время. Схема решения следующая.

Задается в нулевом приближении вектор перемещения

{U
2} во всех узлах и вычисляется вектор внешних сил

{R*
1} в нулевом приближении. Решение уравнения (21)

при a = 1 позволяет опреде лить вектор перемещения

{U
1} во всех узлах и, соответственно, вектор внешних

сил {R*
2} по (21*). Решение уравнения (21) при a = 2

позволяет найти значение вектора перемещения {U
2}

в первом приближении. Итератив ный процесс продол -

жается до полу чения решения с требуемой точностью.

Сходимость метода обеспечена положительной опреде-

ленностью соответствующего детерминанта и доказан-

ной единственностью решения вариационной задачи.

Пример решения задачи. Особенности решения

краевых задач в двухкомпонентной среде продемонст -

рируем на примере исследования плоской дефор мации

тела в форме трапеции – модели хвостовика рабочей

лопатки венти лятора авиационного двига теля. Ось х1

совпадает с осью симметрии равнобокой трапеции и

направлена от нижнего (большего) основания к верх -

нему. Ось х2 расположена вдоль нижнего основания

трапеции и образует правостороннюю систему коор -

динат {x1, x2}.

Объемные силы Xi
a в хвостовике определяются

окружной скоростью  и плот ностью raa a-компо -

нента КМ:

(22)

Напряжения sa11, обусловленные нагрузками s
со стороны профильной части лопатки, действуют

в корневом сечении лопатки х1 = h (h – высота хвосто -

вика) и определяются выражениями:

   (23)

где va – объемное содержание; Ea – модуль упругости

a–компоненты КМ. Нагрузка s на a-компоненту КМ

приходится пропор ционально ее жесткости.

Основание хвостовика х1 = 0 свободно от нагрузок

(24)
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Боковые поверхности хвостовика (x2 = ±kx1 + b)

считаются жестко закрепленными:

                         (25)

В реальности на боковой поверхности хвостовика

выполняются контактные условия. Условия (25) явля -

ются консервативными и обеспе чивают повышенные

значения запасов прочности.

Соответствующие уравнения решены описан ным

выше численным методом (см. соотношения (21))

применительно к хвостовику лопатки, изготовленной

из стеклопластика со свойствами, приведенными

в таблице при v1 = 0,6 (v2 = 0,4). Для оценки проч ности

компонентов КМ и границы их раздела использован

энергетический критерий разрушения. Соотношения

(1) и (4) в этом случае трансформируются в условия

(26)

где sab – предел прочности a-компонента стекло -

пластика; sa
b – адгезионная прочность; dij – символ

Кронекера. При расчетах принято s1
b = 1 ГПа;

s2
b = 60 МПа; sab = 15 МПа.

Результаты численных расчетов (рис. 3) пока зы -

вают, что наиболее нагруженным элементом явля ется

наполнитель, и при нагрузке s = 350 МПа в одном

из конечных элементов наполнителя достигается

предельное напряжение. Соотношения (26) и (5) фикси-

руют зарождение повреждения в виде разрыва волокна

в приграничной области. Дальнейшие вычис ления

выполняются в предположении о том, что этот элемент

не несет нагрузку. При увеличении нагрузки происходит

перераспределение напряжений, и наблюдавшийся ранее

линейный закон роста напряжений при увели чении

нагрузки становится нелинейным (пунктирная линия).

При достижении нагрузки s = 430 МПа в первом

элементе материала матрицы напряжение становится

предельным – зарождается трещина в материале

матрицы. При достижении нагрузки s = 470 МПа

разрушается второй элемент напол ни теля. Подобные

расчеты могут быть выполнены до исчерпания несущей

способности хвостовика. Описываемые вычисления

велись до уровня номинальных напря жений s=510 МПа,

пока происходил медленный рост числа повреждений.

При нагрузке s> 510 МПа процесс накопления повреж-

дений стано вится неус тойчивым.

При запасе прочности 1,45 в хвостовике нет 

каких-либо повреждений. Если запас прочности будет

меньшим, то хвостовик может содержать начальные

повреждения. Представленные материалы позволяют

оценить уровень нагрузок, который инициирует появ -

ление первых эксплуатационных повреждений. Более

того, разработанный численный метод позволяет

описать процесс развития и накопления повреждений

вплоть до исчерпания несущей способности.

Заключение

Экспериментальными наблюдениями установлено,

что разрушение КМ не является единовременным

актом, а представляет собой процесс зарождения,

развития и накопления повреждений до исчерпания

несущей способности.

Разработана мезо-модель КМ, приме не ние которой

позволяет охватить всю цепочку развития событий

при разрушении: зарождение повреждения, перераспре-

де ление напряжений в окрестности зародившегося

повреждения, появление новых повреждений и их

развитие до момента критического роста – исчерпания

несущей способности.

Разработанная модель нуждается в развитии

в части:

– экспериментального определения параметров

для различных КМ;

– формирования критериев адгезионной проч -

ности для КМ с различной структурой армирования;

– совершенствования экспериментальных методов

определения как параметров модели, так и условий

зарождения повреждений.

Рис. 3. Зависимости напряжений в волокнах s1
и в матрице s2

хвостовика рабочей лопатки от нагрузки s
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